Soluciones delos g ercicios del examen de Calculo del 4 de febrero de 2002

Problemal. (a) Calcular los limites

2+32+43+ N (n+1)"
R R = S 2
fim = - Jim (cos1/m)
naqn
(b) Estudiar para qué valores de- 0 es convergente la seri§ o
n>1 "
Solucion
(a) Pongamos
2 3P 4 (n+1)" 2
=1t tgmtotomg =n

Para calcular el limitaih = podemos aplicar el criterio de Stolz, pues la suce$igh es estrictamente
n
creciente y positivamente divergente. Tenemos que
(n+ 2)n+1

Xii1—X _ (n+1)"  (n4+2)" n42 1 \"n+2
n+1) 2n+1

Yoii—Yn  2n+1 (n+1)"2n+1
U SR

~ por tanto, Im
y.P Ynt1—Yn 2

. L . e
.Y, en virtud del criterio de Stolz, deducimos qumfy& =5
n
Comentario

Los fallos mas frecuentes en este facilisimo limite son:
e Error al escribin, 1.

e Error al hacer la diferencig, 1 — Xn.

(n+2)" 3 3 ) .,
e NoO reconocer que la sucesi A l;” converge a e. c',Cuantas veces habra aparemdo esta sucesion en

clase?
Disparates insélitos como afirmar q(n )t es un jcociente de polinomios!
[ ] H
=n+ )" ' P

e Aunque parezca increible, usar la regla de L'Hépital.

Pongamos, = cog1/n), y, =N, z, = (cos(l/n))”2 = Xp’". Comox, — 1 ey, — +o, podemos usar el
criterio de equivalencia logaritmica y calcular el limite de la sucegi@, — 1). Tenemos que
_cog1l/n)—-1

VI

cosx—1
x2

yn(% — 1) = n?(cog1/n) — 1)

- ; . , 1
Naturalmente, esta sucesion conduce a la funhiéh = Sabido es quary_oh(x) = —5

lo que implica, en virtud de la relacion entre limite funcional y secuencial h¢ué) — —3 Por el
criterio de equivalencia logaritmica se sigue guyes e /2.
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Comentario
Los fallos mas frecuentes en este facilisimo limite son:

, . ., _COSX .
« No relacionar la sucesion?(cog1/n) — 1) con la funcion z ¢ Cuantas veces lo hemos hecho
en clase?

, cosx—1

e Error frecuente al afirmar quent;_.o 2 iUna funcién negativa con limite positivo!

e Disparates insolitos como afirmar que ya que(tps) — 1 entonce:{cos(l/n))”2 =1" 1.

n"a" ngn
(b) La seriez o es apropiada para el criterio del cociente pues su término ge«aeta?n—l tiene
& n !
factoriales y potencias. Ademas, como nos dicenaqu€d, se trata de una serie de términos positivos.

Como

X1 (D™ (1)
et = a
Xn (n+1)n" nn

. Xn+1

se sigue queith = ae. Luego, siae < 1 la serie converge y sie > 1 la serie diverge. En el caso

ae =1 el criterio del cociente no proporciona informacion sobre la convergencia de la serie.

Comentario
Los fallos mas frecuentes en esta facilisima serie son:
Xn+1

e Error al simplificar »
n

.gn+ " N ] ) .
e No reconocer que la sucesi = (14+1/n)" converge a e. ¢, Cuantas veces habra aparecido esta
sucesion en clase?

e Error grave al aplicar el criterio del cociente que consiste en afirmar é%l(éSK 1 la serie converge.
n

. . . =1
Si eso fuera cierto la serie armom(Zl — Seria convergente.
n>1

=

e Disparates increibles como aplicar en cadena el criterio del cociente y de la raiz: primero se calcula
% y después) % £Un nuevo criterio cociente-raiz?

Problema 2. Calcular la posicién del puntB en la figura para que el anguosea maximo. ¢ Cudl es
dicho valor maximo d@? Justifica con detalle lo que haces.
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B=(2+3,2)
Tenemos qué = 11— 6; — 6, es decir

0= (/2—8,)+(/2—-8]2) =1+ B2
y deducimos facilmente que

B(x) = arctgx+ arctg(%)
Derivando, tenemos

1 ~1/2

= +
2 2
1+X 14 2+\/§—X
2

6'(x)

Simplificando resulta
0/(x) = 94 4/3— (4+2V/3)x—x?
(14+x2) (44 (2+/3—X)2)

Los ceros de la derivada son las raicesxde- (4+ 2v/3)x—4y/3—9 = 0, que vienen dadas por

~4-2V3+\/(4+2V3)2 + 4(4/3+9) . —4-2V3-\/(4+2V3)2 + 4(4/3+9)
- 2 P 2
Como (4 +2v/3)? + 4(4v/3+9) = 32(2 — /3) = 16(4 — 2/3) = 16(+/3 — 1)2. Naturalmente, como
0< x<2++v/3,yB <0 se sigue que

_ —4-2/3+,/16(v/3-1)2 /3

a =
2

a

es el Gnico cero de la derivada en el inter@@ + /3]

Estudiemos ahora el signo de la derivada. Como el denominad¥xjees positivo, el signo dé’(x)
esigual al de 9 4v/3— (4+2V/3)x—x2. Pero 9+ 43— (4+2V3)x—x?> = —(x—a)(x— ) que es
positivo cuand@ < X < o y negativo sk < B oa < x. Deducimos qué’(x) > 0si0< x< v/3y8/(x) <0
si V3 < x < 2+ /3. Por tanto, la funcio® es creciente efD,v/3] y decreciente erv/3,2+ /3.
Concluimos que er/3 la funcién® alcanza un maximo absoluto éh 2+ +/3]. El valor maximo es
8(v/3) = arctgv/3) +arctg1) = 1/3+ 1/4 = 71/12

Comentarios

e Lo primero que sorprende es que casi nadie plantee bien el ejercicio. En la relacion de ejercicios de
derivadas tenéis mas de veinte ejercicios resueltos del mismo tipo que este. ¢ Donde esta la dificultad para
expresa® como funcion de?
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e ¢ La longitud de una circunferencia de raBes 36QR? ¢ Verdad que no? Hasta el mas despistado se

da cuenta de que 3R0es mucho mas grande que la longitud de dicha circunferencia. No, la longitud
correcta es R. Pero, ¢sabes por qué? Pues porque estas usando como unidad de medida el radio de
la circunferencia: la longitud de una circunferencia es iguak &ees la longitud de su radio y el area

de un circulo estveces el cuadrado de su radio. Ahora viene la pregunta del millén: ¢ Como se miden
los angulos cuando la unidad de medida es el radio? Pues se miden en radianes. Eso lo saben los nifios
en la escuela. Bien, ya puedes suponer que si las formoRy 2R° que dan la longitud y el area de

un circulo s6lo son validas cuando medimos angulos en radianes, tendras que tener razones muy fuertes
para medir &ngulos en grados y no en radianes. Todas las funciones trigonométricas suponen la medida
de angulos en radianes. Repasa la definicion de las funcion seno y coseno y lo que alli esta escrito sobre
este asunto (primer capitulo del temario de este curso).

Bien, te digo todo lo anterior porque estoy hasta el mofio de que uséis grados para medir angulos y
al mismo tiempo useéis las funciones trigopnométricas que suponen medida en radianes. Eso es lo que
hacéis cuando afirmais ge= 180— 6, — 6, ¢ Qué pinta ahi ese 1807? ¢ Acaso vais a usar grados? Pues
entonces tenéis que cambiar la funcionseor serj2rx/360) y lo mismo con las demas funciones
trigonométricas. Y, por favor, no me digais que arctg45. Recuerda que-T1/2 < arctgx < /2 y

/2 < 45. ¢ Tendré que volver a repetirlo? Lo repim Célculo sblo usamos radianes para medir

angulos. Amén.

e Muchos no han aprendido a derivar. No sé si todavia estan a tiempo de aprender.

e Con una sola excepcion, ninguno ha simplificado bien la derivada. ¢ Tan dificil es? Nadie ha calculado
los ceros de la derivada. Por supuesto, para facilitar su célculo se indic6 en el examen y se dejé escrito
en la pizarra que 4 2v/3 = (v/3—1)2.

¢ Nadie ha hecho bien este ejercicio.

Problema 3. Calcular la derivada en el punto= 0 de la funcionf :] — 11/2, 11/2[— R dada por
f(x) = (1+sem)*, f(0)=e

Justifica con detalle lo que haces.

Solucion
Definamosp (x) =log f (x) = M; $(0) = 1. Tenemos, evidentemente, qie) = exp($(X)).

En virtud de la regla de la cadena, como la funcion exponencial es derivable eR,tedaodo punto
a donde¢ sea derivable se verificard que también es derivabdeendo f'(a) = exp’(d(a))d'(a) =
f(a)$'(a). Estudiaremos, por tanto, la derivabilidadddena = 0. Tenemos que

¢(x) —$(0) log(1+senx)—x
x—0 x2
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Aplicando la regla de L'H6pital, tenemos que

COSX
0 —0(0) . 1isemx . cosx—1l—serx . cosx—1-—serx 1
[im A2 == oy =2 = 2 e 22
A0 x—0 % 2 0 (Irsem)2x  xo0 2x 2
Por tantop’'(0) = —1/2,y f'(0) = —e/2.

Comentarios

En clase hemos hecho varios ejercicios casi iguales a este. En los ejercicios resueltos de derivadas tenéis
también ejercicios muy parecidos. A pesar de eso, pocos habéis hecho bien este ejercicio. Los errores
mas corrientes son los siguientes.

e Tratar de calcular directamente el limite fiéx). Eso es mucho mas de lo que pide el ejercicio (¢,por
gué?) y los célculos son mas dificiles. Quien haya intentado hacerlo asi es casi seguro que se habra
equivocado o al calcular la derivada fle al tratar de calcular el Iimitg% f'(x). Ademas, supuesto que

ese limite exista, hay que justificar por qué eso implicafjas derivable en 0.

¢ No simplificar al calcular el limite. En especial, no simplificar después de aplicar la regla de L'Hopital.

e Aplicar equivalencias asintoticas en una suma.

Problema 4. Calcular el volumen del sélido de revolucion obtenido al girar alrededor deDX¢j&a
region del plano comprendida bajo la curva

2

V=R —xry S

Solucion
+o00

4
Se trata de calcular la integral | ————
2 2
lf X(X% —2x+2)

raices reales. El denominador tiene raices imaginarias multiples y podemos usar el método de Hermite.

dx. Es claro que® — 2x+2 = 1+ (x— 1) no tiene

Para ello escribimos:

4 A  Bx+C d / Mx+N A Bx+C  2M+2N—2Nx—Mx?
XZ—2x+22 X ®-2xt2 dx (m) xR xi2 T @-xt22
_ 4A+(—8A+2C+2M+ 2N)x+ (BA+2B— 2C— 2N)x? + (—4A— 2B+ C—M)x®+ (A+ B)x*

X(X% — 2x+2)2
Se deduce faciimente qe=1,B=-1,C+M+N=4,C+N=3,C—M = 2, de dondeM =1,
C=3,N=0. Por tanto

t t
4 —XxX+3 X
!X(—dX—IogtJr!X2 dx+

X2 —2x+2)? —2x+2 X2 —2x+2

1

t
- 1=
)‘1+t2—2t+2

t
1
2—2t+2

1
=logt + 2arctgx— 1)\t1 -5 log(x® — 2x+ 2

t
=log| ———— ) +2arctgt —1) +
g(x/t2—2t+2> d )
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Deducimos que

4
T dx:T[I’lm — _dx=m(mn-1
f 2x+2 toten.) X (X2 —2x+2)2 ( )

Problema 5. Dar, segun proceda, una breve justificacion o un contraejemplo de los siguientes enuncia-
dos:

(a) Toda funcion continua en un intervalo esta acotada superiormente.

(b) En todo punto donde una funcién derivable alcanza un minimo relativo la derivada es nula.

(c) Una funcién cuya imagen es un intervalo es continua.

(d) Entre dos ceros consecutivos de la derivada de una funcion tiene que haber al menos un cero de la
funcion.
Solucioén
(a) Evidentemente falso. Basta considefal0, 1] — R dada porf(x) = 1/x.

(b) Cierto. Por hipotesis hay un intervgbo— p,a+ p[ tal que para toda<ja— p,a+ p| se verifica
quef(a) < f(x). Comof es derivable, deducimos que

R

f'(a) =im < a
X>a
y
X<a
luegof’(a) = 0.

(c) Evidentemente falso. Ejemplb: R — R f(0) =1, f(1) =0, f(x) = x para todax # 0, 1.

(d) Evidentemente falso. Basta considefrét) = senx+ 2. Tenemos qué(x) > 0 para todo pero
f’(x) = cosx que se anula ekrt+ 11/2 para todk € Z.
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